Neprimy diikaz se pouziva pro nékteré vyroky formulované jako implikace a je zahgjen obménou dokazované
implikace. Dal§i tvrzeni se vyvozuiji podobngé jako u primého diikazu.

Pfi vytvareni (matematické) teorie zpravidla vychazime z hypotéz. Hypotéza je tvrzeni, u néhoz je evidentni,
Ze muize nabyvat pravé jedné pravdivostni hodnoty, pravdivostni hodnota vak neni v daném okamziku znama.
Hypotéza je tedy vyrokem, u néhoz se pravdivostni hodnota teprve hleda.
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Dokazte, Ze v oboru N plati:

a) Libovolné sozene Cislo Ize rozloZit alespoi nadva Cinitele rlizné od 1 a od sebe samého.
b) Nejmensdi délitel m libovolného sloZzeného Cisla s, ktery je rlizny od 1, musi byt prvocisiem.

Regent:
Nejprve je tfeba nahlédnout zadani. Zvolme nékolik ukazek:
4=2-2,99=3-3-11=3-33=9-11=32.11, 35 = 5 - 7 apodobné. Viechnaftfi ¢isa |ze rozloZit
alespon nadvadélitele riizné od 1, obajsou mensi nez slozené Cislo, které rozkladame. Nejmensi takovy délitel
jeprvocido (2, 3a5).
a) Dilkaz (primy):
Slozené ¢islo s neni prvotislo, proto existuje alespon jeden jeho délitel rlizny od 1 a od s. Vyberme
si ngimensiho takového délitele m, ktery splfuje tyto podminky. Po vydéleni sloZzeného Cida s jeho
délitelem m dostaneme podil d (s : m = d), ktery musi byt mensi nez délenec s, nebot déitel m je
vétSinez 1. Plati: (s =m-dAl1<m)=1-d<m-d= d < s.Proobénalezenacisam, d plati:
1 <m <d < s. Skutetné tedy existuji dva initelé m a d splfijici dané podminky.
b) Dlkaz (sporem):
Predpokladejme negaci tvrzeni b), tedy Ze negjmensi délitel m rlizny od 1 neni prvocislem. (Napr. u Cisla
99 bychom predpokladali, Ze jeho ngimensi délitel je 9.) V predchozi Uloze jsme iz dokazali, Ze takovée
¢ido m miizeme rozlozit nasoucin dvou mensich €isel rliznych od jedné (m = m; - d; ). Potom libovolné
z téchto dvou Cisel je rovnéz délitelem plivodniho slozeného Cida (s = m - d = my - dy - d), azaroven
mendim &islem, nez byl predchozi délitel . D&itel m tedy neni nemensi, coz je spor. Proto nemiize byt
pravdiva negace tvrzeni b), ale pravdivé je plivodni tvrzeni.
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Je dana podmnozina pfirozenych Cisel A = {n € N; 16 < n < 26}.
a) Porovng hodnotu kazdého slozeného ¢isla s z mnoZiny A s druhou mocninou m? jeho nejmengiho
prvocinitele m, vysledky zobecni pro celou mnozinu A.
b) Pokud se domnivas, Ze stejné tvrzeni by mélo platit v celém oboru pfirozenych Cisel N, vyslov jg jako
hypotézu.
¢) Dokaz platnost hypotézy z bodu b).

Regeni:
a)
Slozené Rozklad m%;‘;}?ﬁa Slozené Rozklad m%;‘;}?sa
¢ido s ¢idas na neimengino Cido s ¢idas na naimengiho
Z mnoZziny prvocinitele . Z mnoziny prvocinitele .
Sinv A Ginitel g Sinv A sinitel g
prvoCinitele m prvoCinitele m
16 24 4 22 2-11 4
18 2. 32 4 24 23.3 4
20 22.5 4 25 52 25
21 3-7 9 26 2-13 4

V mnoziné A plati m? < s.
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b) Hypotéza: V oboru N plati, Ze v rozkladu libovolného sloZzeného Cisla s naprvodinitele je druhamocnina
nejmensiho prvocinitele nejvyse rovna danému Cidlu s.

c) Dlikaz: Ke kazdému slozenému €islu s a jeho negimensimu prvociniteli m se najde podil d = i, tedy
m

s=m-d, kdel < m < d < s (tvrzeni z pfikladu 14). Plati m < d, protojem? =m-m < m-d = s,
tedy plati m? < s.

Hypotéza je pravdiva

Predchozi hypotézu je mozné zformulovat do nasledujici véty:

Uvazujme libovolné prirozené &islo n amnoZinu P v&ech prvotisel p, jgjichz kvadrét p? je nejvyse roven Cislu
n, tedy p? < n. Je-li dané Gislo n slozeng, pak je délitelné alespon jednim prvotisiem p z uvedené mnoziny P.
(Napf. ¢islo 221 je dozeng, je ddlitelné Cislem 13 aplati 132 = 169 < 221. Podobn&i 289 je Cislo slozeng, je
délitelné Cislem 17 aplati 172 = 289.)
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Vyslov obménu vySe uvedené véty.

Regen:

Obmeénu Ize vytvorit k implikaci, ktera je ve druhé ¢asti uvedené véty. Prvni Cast zlistava beze zmény:
Uvazujme libovolné prirozené ¢islo n amnozinu P vech prvogisel p, jejichz kvadrét p? je ngjvyse roven Gislu

n, tedy p? < n. Jestlize pfirozené &islo n neni délitelné zadnym z prvocisel p uvedené mnoziny P, pak n neni
¢isem slozenym. (Cislo n je prvocislo nebo €iso 1.).
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a) Dokazte, ze Cislo 211 je prvocisiem.
b) Zjistéte, je-li €islo 1001 prvocislem.
Reent:

a) VyuZij predchozi véty. Nejprve urdi negjvétsi prvotislo p takove, Ze p? < 211. Hledané &iso je 13.
(Prvotislo 13 je ngjbliz& mensi prvotisio k ¢islu v/211, nebot /211 = 14,5.) Nyni mezi prvogisly od 2
do 13 hledgj délitele ¢isla 211. Podle zakladnich znak délitelnosti snadno vyloucis éisla2, 3 a5, zbyva
tedy &slo 211 vydalit postupné &sly 7, 11 a 13. Pfi déleni vzdy dostanes nenulovy zbytek. Zadne ze
zkoumanych prvocisel neni délitelem Cisla 211, proto je toto Cislo prvocislem.

b) v/1001 = 31,6, zkus d&lit &slo 1001 postupné prvotisly od 2 do 31. Cislo 1001 je dé&litelné &islem 7,
neni tedy prvocisem.

Pro obg tvrzeni byl pouzit pfimy diikaz vyuZzivajici vySe uvedenou vétu, pripadnéjeji obmeény.

1.7 Dukaz matematickou indukci
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V Kocourkové na louce se konala slavnost. M&8a za€it az v okamziku, kdy pfijde vSech 99 obyvatel. Nikdo
v&ak neumél pocitat. Nechalo se vyrobit 99 tricek a kapesniky s Cisly od 1 do 99. Na davnost s kazdy
oblékl tricko, k némuz mé priSpendleny kapesnik s Cidem o 1 vyS8im nez natricku. Tricko s Cislem 1 ziskal
nejpotrhlejsi obCan. Aby ho kazdy poznal, liSilo se od ostatnich napadné z&fivou barvou. Vrchni rada, ktery
slavnost zahajoval, si oblékl tricko s nejvysSim €islem. Kapesnik panarady mé& vyjimetné cislo 1. Obcané se
celou hodinu trousili nalouku. Kazdy z nich mél na paméti radu, kterou se bezpodminecné fidil. Jako posledni
prisel pan rada. Zadival se na louku. Kdyz se do travy usadil i posledni obCan, pan rada poznal, Ze jsou na
louce vSichni. Jakou radou se K ocourkov&ti fidili aco musel rada zkontrolovat, aby si byl jist pfitomnosti vSech
obyvatel?
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