KAPITOLA 5

VECNE TROJUHELNIKY

Trigonometrie a logaritmy

Euklidovska geometrie je zaloZena na trojuhelnicich zejména proto, Ze kaz-
dy mnohouhelnik Ize z trojuhelniki sestavit, a véts$inu ostatnich zajimavych
utvard, jako jsou kruhy a elipsy, 1ze aproximovat pomoci mnohouhelniki.
Metrické vlastnosti trojihelniki - ty, které 1ze zméfit, jako jsou délky stran,
velikosti uhla nebo obsah - jsou soucasti rozmanitych vzorcii, mnoha z nich
elegantnich. Jejich praktické pouziti, které je extrémné uzite¢né v navigaci
a pruzkumu, vyzadovalo rozvoj trigonometrie, ktera v podstaté znamena
»méreni trojuhelnika

Trigonometrie
Trigonometrie zplodila spoustu specialnich funkci — matematicka pravidla
pro vypocet jedné hodnoty z druhé. Tyto funkce maji jména jako sinus, kosi-

nus a tangens. Goniometrické funkce se staly zivotné diilezitymi pro celou
matematiku, nejen pro méreni trojihelnika.
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VECNE TROJUHELNIKY

Trigonometrie je jedna z nejvice pouzivanych matematickych technik
zahrnutd ve véem, od priizkumu pres navigaci az po satelitni systémy GPS
v autech. Jeji pouziti ve védé a technologiich je tak bézné, ze si ji vétsinou
ani nev§imneme - tak je to spravné pro kazdy univerzalni nastroj. Histo-
ricky byla uzeji spjata s logaritmy, chytrou metodou pro prevod nasobeni
(které je obtizné) na s¢itani (které je snadné). Hlavni myslenky se objevily
v letech 1400 az 1600, i kdyz tomu pfedchazela dlouhd prehistorie a nasle-
dovalo pozdni vy$perkovavani, pricemz i zapis se stale vyviji.

V této kapitole se podivame na zdkladni témata: goniometrické funkce,
exponencidlni funkce a logaritmy. Také vezmeme v potaz nékolik riznych
pouziti trigonometrie, starych i novych. Mnoha z téch starsich jsou vypo-
Cetni techniky, které vétsinou zastaraly vlivem $irokého rozsifeni pocitaci.
Tézko dnes nékdo pouziva logaritmy k tomu, aby napfiklad nasobil. Nikdo
jiz nepouziva tabulky, vzdyt pocitace jsou schopny rychle vypocitat hodnoty
funkci s vysokou presnosti. Ale kdyz byly poprvé logaritmy vynalezeny, byly
to Ciselné tabulky s jejich hodnotami, které je udélaly uzite¢nymi, zejména
v oblastech, jako je astronomie, kde jsou dlouhé a komplikované numerické
vypocty nutnosti. A ti, kdo tabulky sestavovali, museli stravit roky — deseti-
leti - jejich zivoth vytvarenim vypocti. Lidstvo dluzi hodné témto zarputi-
lym a specializovanym prikopnikam.

Pluvod trigonometrie

Zakladni problém urceny trigonometrii je vypocet vlastnosti trojuhelni-
ku - délek stran, velikosti ahld - z jinych takovych vlastnosti. Je mnohem
jednodussi popsat ranou historii trigonometrie, vypocteme-li nejdrive hlav-
ni funkce moderni trigonometrie, ktera je z vétsiny pfepracovanim témat
z 18. stolet, ktera se oviem datuji az ke starym Rekiim, ne-li déle do historie.
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Trigonometrie — uvod

Trigonometrie spoléhd na mnoho specialnich funkci, z nichz ty nejzakladnéjsi jsou sinus, kosinus
a tangens. Tyto funkce se aplikuji na dhel tradicné predstavovany feckym pismenem 6 (théta).
Mohou byt definovany v rdmci pravothlého trojihelniku, jehoz tfi strany g, b, ¢ se nazyvaji pfilehld
odvésna, protilehld odvésna a prepona.

chybi popisky
Potom:
sinus théta je sin@=0b/c,
kosinus théta je cosf=arc,

tangensthétajetg  tgO="b/a.

Takto vyjadieno, hodnoty téchto tfi funkci jsou pro jakykoliv dany thel 6 urceny geometrii troj-
dhelniku. (Ten samy dhel se miize objevit v trojtihelnicich riznych rozmérd, ale geometrie podob-
nych trojuhelnikii zabezpecuje, Ze uvedené poméry jsou na rozmérech nezavislé.) Avak jakmile
byly jednou tyto funkce vypocitény a systematizovany do tabulek, je moZné je pouZit pro feSeni
(vypocet viech stran a Ghll) trojihelniku z hodnoty 6.

Tyto tii funkce spolu souviseji v mnoha krasnych vzorcich. Nap. diisledkem Pythagorovy véty je

sin? ® + cos* ® = 1.
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Tento souhrn poskytuje ramec, ve kterém mtizeme popsat myslenky staro-
vékych ucencti, aniz bychom se zamotali do obskurnich a nakonec zasta-
ralych pojmd.

Trigonometrie nejspiSe vznikla v ramci astronomie, v niz je relativné
snadné zméfit uhly, ale obtizné zméfit obrovské vzdalenosti. Recky astro-
nom Aristarchos ve své knize O rozmérech a vzddlenostech Slunce a Mésice,
pochazejici priblizné z roku 260 pred n. 1., odvozuje, ze Slunce lezi asi 18
az 20 krat dale od Zemé nez Mésic. (Spravné ¢islo se blizi 400, ale Eudo-
xos a Feidids se hadali o 10.) Jeho zdvodnéni bylo takové, Ze kdyz je Mésic
ve své poloviné, uhel mezi sméry od pozorovatele ke Slunci a k Mésici je
zhruba 87° (v soucasnych jednotkach). Pouzitim vlastnosti trojuhelnikt
odvodil (v sou¢asném znaceni), ze sin 3° lezi mezi %is a Y20, coz vede k jeho
odhadu poméru mezi vzdalenostmi ke Slunci a k Mésici. Metoda byla sprav-
nd, ale pozorovani nepresné; spravny thel je 89,8°.

\ 1/
~ _/_ Vztah mezi Sluncem, Mésicem a Zemi,
-~ ~ kdyZ Mésic je v prvni Ctvrti,

/ N\

chybi popisky

)/

Oblouk a tétiva odpovidajici Ghlu 6.
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Prvni trigonometrické tabulky dodal Hipparchos kolem roku 150 pred
n. l. Misto moderni funkce sinus pouzil Gzce souvisejici hodnotu, které byla
z geometrického pohledu stejné prirozena. Predstavte si kruh se dvéma polo-
méry svirajicimi thel 6. Body, ve kterych tyto usecky protinaji obvod kruhu,
muzeme spojit useckou zvanou tétiva. Také o nich miizeme uvazovat jako
o koncovych bodech ¢asti obvodové kruznice, ¢asti zvané oblouk.

Hipparchos sestavil tabulku vztahujici délky oblouka a tétiv k velikostem
uhla. Ma-li kruh polomér roven 1, potom délka oblouku se rovna 6, je-li ten-
to thel méfen v jednotkach znamych jako radidny. Jednoduchd geometrie
ukazuje, ze délka tétivy je v dne$nim znaceni 2 sin ©2. Takze Hipparchovy
vypocty jsou velmi tzce spjaté s tabulkou sint, i kdyz nebyly prezentovany
stejnou formou.

Astronomie

Rané prace v trigonometrii byly pozoruhodné komplikovanéjsi nez vétsi-
na z toho, co se dnes uci ve $kolach, a to opét diky potfebam astronomie
(a pozdéji navigace). Pfirozenym prostorem pro praci na ni nebyla rovina,
ale koule. O nebeskych télesech mizeme uvazovat jako o lezicich na ima-
ginarni kouli, nebeské sfére. Nebe fakticky vypada jako vnitrek gigantické
koule obklopujici pozorovatele a nebeska télesa jsou tak vzdalena, ze se jevi,
jako by na té kouli lezela.

Astronomické vypocty v dusledku odkazuji na geometrii koule, ne na geo-
metrii roviny. Pozadavkem jsou tudiZz nikoliv rovinna geometrie a trigono-
metrie, ale sférickd geometrie a trigonometrie. Jedna z nejranéjsich knih
v této oblasti je Spherica od Menelaa, pfiblizné z roku 100. Ukazkova véta,
ktera nema analogii v euklidovské geometrii, je tato: Maji-1i dva trojthel-
niky shodné vnitini uhly, potom jsou shodné — maji stejné rozméry a tvar.
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Severni pol

V Vnitini uhly sférického trojuhelniku
nemaji soucet 180°.

(V euklidovské geometrii jsou podobné: Maji stejny tvar, ale mohou mit riiz-
né rozmeéry.) Ve sférické geometrii neni soucet vnitfnich thli v trojuhelniku
180°, jako je tomu v roviné. Napt. trojuhelnik, jehoz vrcholy lezi na severnim
polu a ve dvou bodech na rovniku, které urcuje pravy thel u prvniho vrcho-
lu, maji zfetelné tfi pravé uhly, takze jejich soucet je 270°. Zhruba feceno:
Cim vétsi je trojuhelnik, tim vét3{ je soucet jeho vnitfnich Ghld. Ve skuteé-
nosti je tento soucet minus 180° pfimo imérna obsahu trojuhelniku.

Tyto priklady objasnuji, Ze sféricka geometrie ma své vlastni charakteris-
tiky a nové funkce. To samé plati pro sférickou trigonometrii, ale zakladni
hodnoty jsou stale standardni goniometrické funkce. Méni se jen vzorce.

Ptolemaios

Zdaleka nejdutlezitéjsi trigonometrickd kniha starovéku je Syntaxis Megale
od Ptolemaia z Alexandrie, kterd se datuje nékam k roku 150. Vice znama
je jako Almagest, coz je arabsky termin pro ,nejvétsi“. Zahrnuje trigono-
metrické tabulky, znovu uvedené v hodnotach tétiv, spolecné s metodami
pouzitymi pro jejich vypocet a katalogem umisténi hvézd na nebeské sfére.
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Tétivovy ctyfuhelnik a jeho
uhlopricky.

Zasadni vlastnosti vypocetni metody je Ptolemaiova véta, ktera tvrdi, Ze je-
-li ABCD tétivovy ctyruhelnik (takovy, kterému lze opsat kruznici), potom

AB x CD x BCx DA = AC x BD

(soucet soucint délek protilehlych stran je roven souc¢inu thlopricek).
Soucasna interpretace tohoto faktu je pozoruhodna dvojice vzorct

sin (@ + ¢) = sin O cos ¢ + cos O sin ¢
cos (O + ¢) = cos O cos ¢ — sin O sin ¢.

Hlavnim dtisledkem téchto vzorct je fakt, Ze znate-li siny a kosiny dvou ahlg,
miiZete snadno zjistit sinus a kosinus souctu téchto uhli. Takze kdyz za¢ne-
me napt. se sin 1° a cos 1°, mizete odvodit sin 2° a cos 2° tim, Ze pouzijeme
O = ¢ = 1°. Potom miiZete odvodit sin 3° a cos 3° tim, Ze polozime © = 1°,
¢ = 2° atd. Musite védeét, jak zacit, ale potom uz vse, co potiebujete, je arit-
metika — mozna dost aritmetiky, ale nic komplikovanéjsiho.
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Kde zacit, je jednodussi, nez by se mohlo zdat, potfebujeme jen aritme-
tiku a druhou odmocninu. Pouzitim zfejmého faktu, ze @2 + @4 = 0, uka-

.6 |1—cosg
sin- = >

Kdyz za¢neme od cos 90° = 0, mizeme opakované pilit thel, az dostane-

zuje Ptolemaiova véta, Ze

me siny a kosiny tak malych uhld, jak si budeme prat. (Ptolemaios pouzil
14°.) A poté muiZete postupovat zpét nahoru po vsech prirozenych nasob-
cich tohoto malého thlu. Ve stru¢nosti: Za¢neme-li s nékolika obecnymi,
vhodné aplikovanymi trigonometrickymi vzorci a nékolika jednoduchymi
hodnotami pro specifické thly, miizeme zjistit hodnoty v podstaté pro jaky-
koliv thel, ktery si budeme prat. Byl to neobycejny husarsky kousek, ktery
astronomy dostal do hry na dobrych tisic let.

Posledni pozoruhodnou vlastnosti Almagestu je, jak si poradil s obézny-
mi drahami planet. Kdokoliv, kdo pravidelné pozoruje no¢ni oblohu, rych-
le objevi, Ze planety putuji po obloze, ktera ma pozadi pevné umisténych
hvézd, a ze cesty, kterymi putuji, jsou pomérné komplikované, nékdy se vra-
ceji, nékdy se pohybuji v prodluzujicich se smyckach.

Eudoxos ve své odpovédi Platonovi nasel zptisob, jak tyto komplexni
pohyby znazornit pomoci oto¢nych kouli pfipevnénych na jiné koule. Tato
myslenka byla zjednodusena Apolléniem a Hipparchem k pouziti epicyklii -
kruhd, jejichz stfedy se pohybuji po ostatnich kruzich atd. Ptolemaios vypra-
coval systém epicyklu tak, ze poskytoval velmi presny model planetarnich
pohybt.
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Rana trigonometrie

Pojmy rané trigonometrie se objevuji ve spisech indickych matematiki a ast-
ronomu: ve Varahamihirové Pancha Siddhanta z roku 500, v Brahmagupto-
vé Brahma Sputa Siddhanta z roku 628 a v podrobnéjsi Siddhanta Siromani

od Bhaskarachyryi z roku 1150.

Pohyb Marsu, jak jej vidime ze Zemé
1.srpna; 1. Cervence; 1. Cervna; 1. kvétna; 1. dubna; 1. brezna; 1. unora; 1. ledna

Slunce; obéznd draha Zemé; obéznd draha Marsu

1.¢ervence 1.Cervna | 1nora
1.srpna - — 1. ledna
.—(/ 1. bfezna oy x 4
- i ) ) 1. kvétna )
\ | 1.dubna | « ’
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) |
\ ! lv/ /q /’
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Pohyb Marsu, jak jej
vidime ze Zemé

Obg s
062n4 dirsiha Marss
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Indicti matematici obecné pouzivali pojem ,,pultétiva®, jiva-ardha, coz je
vlastné moderni sinus. Varahamihira vypocital tuto funkci pro 24 celo¢isel-
nych nasobku od thlu 3°45° az po thel 90°. Kolem roku 600 podal Bhaska-
ra v knize Maha Bhaskariya pouzitelny priblizny vzorec pro sinus ostrého
uhlu, ktery ptipisoval Aryabhatovi. Tito autofi odvodili mnoho zékladnich
trigonometrickych vzorcti.

Arabsky matematik Nasir Eddin ve svém Pojedndni o ctytiihelniku kombi-
noval rovinnou a sférickou geometrii v jednotném vyvoji a predlozil nékolik
zakladnich vzorct pro sférické trojuhelniky. Pojimal téma spiSe matematic-
ky nez jako ¢ast astronomie. Jeho prace ov$em zustaly na zapadé nepovsim-
nuty az do roku 1450.

Diky svému svazani s astronomii byla vétsina trigonometrie az do roku
1450 sféricka. Zejména prizkum - dnes hlavni oblast pouziti trigonomet-
rie — byl provddén za pouziti empirickych metod stanovenych Rimany. Ale
uprostred 15. stoleti zacala rovinnd trigonometrie zit svym vlastnim zivo-
tem, zpocatku v severonémecké hanze (obchodnim spolku). Hanza kontro-
lovala vétsinu obchodu, a byla tudiz bohata a vlivna. A spolu s vylepsenim
¢asomiry a praktického vyuziti astronomickych pozorovani také pottebo-
vala vylepSeni naviga¢nich metod.

Kli¢ovou postavou byl Johannes Miiller, obvykle znam jako Regiomonta-
nus. Byl Zdkem George Peuerbacha, ktery zacal pracovat na nové korigované
verzi Almagestu. V roce 1471 diky financovani jeho patronem Bernardem
Waltherem vypocital nové tabulky sinu a tangentu.

Ostatni prominentni matematici 15. a 16. stoleti vypocitavali své vlastni
trigonometrické tabulky, ¢asto s extrémni presnosti. George Joachim Rhae-
ticus vypocital sinus kruhu s polomérem 10'° - ve skute¢nosti byly tabulky
presné na 15 desetinnych mist, ale nasobené ¢islem 10" byly ve tvaru celych
¢isel — pro velikosti thlu po jednotlivych sekundach v obloukové mife. Pra-
vidlo pro sinus sférickych trojuhelnika
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sina sinb sinc

sinA  sinB  sinC
a kosinovou vétu

cosa = cosbcosc + sinbsinccosA

uvedl také ve své knize De Triangulis, napsané v letech 1462-1463, ovsem
nepublikované az do roku 1533. V pravidle jsou A, B, C thly trojuhelniku
a a, b, ¢ jsou jeho strany.

Viete psal o trigonometrii také zesiroka, jeho prvni kniha o tématu byla
Canon Mathematicus z roku 1579. Sesbiral a systematizoval v ni rozli¢né meto-
dy pro feseni trojuhelnikd, tzn. pro vypocet jeho stran a thld z ur¢ité podmno-
ziny informaci. Vymyslel nové trigonometrické identity, mezi nimi zajimavé
vyrazy pro sinus a kosinus celociselnych nasobkii © v oblasti sinu a kosinu 6.

Logaritmy
Druhym tématem této kapitoly je jedna z nejdtlezitéjsich funkci matema-
tiky: logaritmus, log x. Nejprve byl logaritmus dulezity, protoze splioval

rovnici

logxy =logx + logy,

a mohl byt proto pouzit pro prevod nasobeni (které je tézkopadné) do scita-
ni (které je jednodussi a rychlejsi). Pro vynasobeni dvou ¢isel x a y je tfeba
nejprve najit jejich logaritmy, secist je, a poté najit ¢islo, jehoz logaritmus je
vysledkem (antilogaritmus vysledku). To je soucin xy.
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Jakmile jednou matematici vypocitali tabulku logaritmi, mohl ji pouzit
kdokoliv, kdo rozumél metodé. Od 17. stoleti az do poloviny stoleti 20. prak-
ticky vSechny vypocty, zejména ty astronomické, pouzivaly logaritmy. Az
od 60. let 20. stoleti rozvoj kalkulacek a pocitact ucinil logaritmy pro potte-
by vypoctl zastaralymi. Ale pojem zistal v matematice stale zivy, protoze
logaritmy hraji podstatnou roli v mnoha ¢astech matematiky véetné mate-
matické analyzy a komplexni analyzy. Také mnozstvi fyzikalnich a biologic-
kych procesti zahrnuje logaritmické chovani.

V soucasnosti o logaritmech uvazujeme jako o inverznich funkcich
k exponencialnim funkcim. Za pouziti zakladu 10, coz je ptirozena volba pro
na$ desitkovy zapis, fikame, Ze x je logaritmus y, jestlize y = 10*. Naptf. jeli-
koz 10° je 1 000, dekadicky logaritmus 1 000 (se zakladem 10) je 3. Zakladni
vlastnost logaritmi plyne z pravidla

10%*b =102+ 107,

Aby ovsem logaritmy byly uzite¢né, musime byt schopni najit vhodné x
pro jakékoliv kladné redlné y. Kdyz budeme nasledovat Newtona a ostatni
matematiky jeho obdobi, hlavni myslenka spocivd v tom, ze jakakoliv raci-
ondlni mocnina 10”1 muiZze byt definovana jako g-ta odmocnina 10p. Pro-
toze jakékoliv realné ¢islo x mizeme aproximovat s libovolnou presnosti
racionalnim ¢islem p/q, mizeme aproximovat 10x ¢islem 10p/q. To neni
ten nejefektivnéjsi zptisob, jak vypocitat logaritmus, ale je to nejjednodussi
zpuisob, jak dokazat, Ze existuje.

Objev logaritmi historicky nebyl tak pfimy. Zacalo to ve Skotsku Johnem
Napierem, baronem z Merchistonu. Celozivotné se zajimal o efektivni vypo-
cetni metody a vynalezl Napierovy hiilky (nebo Napierovy kostky), sadu
znacenych htilek, které se daly pouzit pro rychlé a spolehlivé nasobeni simu-
laci metody pisemného nasobeni. Kolem roku 1594 zacal pracovat na vice
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teoretické metod¢ a jeho zépisky nam odhaluji, Ze mu trvalo 20 let, nez ji
dovedl k dokonalosti a publikoval ji. Je pravdépodobné, Ze zacal geometric-
kou posloupnosti, fadou ¢isel, ve které kazdé z nich je nasobkem predcho-
ziho a néjakého fixniho ¢isla — napt. mocniny 2.

V tomto pripadé si matematici jiz davno vsimli, Ze s¢itani exponent je
s nasobenim mocnin ekvivalentni. To bylo ptijemné, jakmile jste chtéli vyna-
sobit dvé celociselné mocniny dvou nebo deseti. Ale mezi témito dvéma cisly
jsou velké mezery a mocniny 2 nebo 10 nevypadaly prili§ pouzitelné, kdyz
pfislo dejme tomu na priklad 57,681 - 29,443,

Napierovy logaritmy

Zatimco se dobry baron pokousel néjak vyplnit prostor mezi geometric-
kymi posloupnostmi, James Craig, 1ékat krale Jakuba IV. Skotského, rekl
Napierovi o objevu, ktery byl v Dansku $iroce rozsifen pod nemotornym
nazvem prosthapheiresis. Odkazoval na jakykoliv proces, ktery prevadél sou-
¢in v soucet. Hlavni metoda v praktickém pouziti byla zalozena na vzorci
objeveném Viétou:

ox+ty x—y sinx+siny

Sin 2 cos 2 2

Mate-li tabulky sinu a kosinu, muZete tento vzorec pouzit pro pfevod naso-
beni na s¢itani. Neni to Cisté, ale stale je to rychlejsi nez pfimé nasobeni ¢isel.

Napier se této myslenky chytil a nasel vyznamné vylepseni. Vytvoril geo-
metrickou fadu s béZnym pomérem, velmi blizkym 1. To znamend, ze mis-
to mocnin 2 nebo 10 byste méli pouzit mocniny dejme tomu 1,0000000001.
Postupné mocniny takovych ¢isel jsou velmi blizko u sebe, coz nas zbavuje
onéch otravnych mezer. Z néjakého dtivodu pouzil Napier pomér o néco
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Rovinna trigonometrie

Dnesni trigonometrie se podava nejdrive v rovinné formé, kde je geometrie jednodussi a zakladni
principy jsou snadnéji uchopitelné. (Je zvlastni, jak casto jsou nové matematické myslenky zprvu
vymysleny v komplikovanych pojmech a Ze jednodussi zaklady vyjdou najevo aZ pozdéji.) Stoji za to
si na tomto misté rychle pfedstavit sinovou a kosinovou vétu pro rovinné trojthelniky. Uvazujme
rovinny trojihelnik s ahly a, 8, y a stranami g, b, c.

Sinovd véta md potom tvar

a b c

sina  sinf siny

a kosinova véta zni

a? =b%+c?—2abcosa

s obdobnymi rovnicemi vytvofenymi cyklicou zaménou
zahrnujicimi zbylé Ghly. Kosinovou vétu Ize pouZit
pro nalezeni Ghli trojdhelniku, zndme-li délky
jeho stran.

C

Strany a thly trojuhelniku

mensi nez 1, jmenovité 0,9999999. Jeho geometrickd rada se tak postup-
né pohybovala zpét od velkych ¢isel k mensim. Zacal ve skutecnosti ¢islem
10 000 000 a poté je nasobil postupnymi mocninami 0,9999999. Pouzijeme-
-li Naplog x pro Napiertv logaritmus x, ma tu zvlastni vlastnost, ze

Naplog 10 000 000 = 0
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Naplog 9999999 =1

atd. Napiertv logaritmus, Naplog x, spliuje rovnici

Naplog(107xy) = Naplog(x) + Naplog(y).

Lze jej pouzit pro vypocty, protoze je jednoduché nasobit nebo délit mocni-
nami 10, ale postrada to eleganci. Je to nicméné mnohem lepsi, nez Vietav
trigonometricky vzorec.

Dekadické logaritmy

Dalsi vylepseni pfislo s Henry Briggsem, prvnim sevillskym profesorem geo-
metrie na Oxfordové univerzité, kdyz navstivil Napiera. Briggs navrhl vymé-
nit Napierav koncept jednodus$dim dekadickym logaritmem, L = log,, x,
ktery splnuje podminku

x = 10%
Nyni
log1o xy =logyiox + 10810y

- a vée je snadné. Abychom nasli xy, seCteme logaritmy x a y a poté nalez-
neme antilogaritmus vysledku.

Jesté nez se tyto myslenky mohly rozsitit, Napier zemftel; byl rok 1617
a jeho popis pocitacich kostek, Rhabdologia, byl pravé publikovan. Jeho
originalni metoda pro vypocet logaritmti, Mirifici Logarithmorum Canonis
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Co jim trigonometrie umoznila

Ptolemaiiiv Almagest stanovil z&klad v3ech zkoumani planetarnich pohybi jesté pied Keplerovym
objevem, Ze 0béZné drdhy jsou eliptické. Pozorovani pohybu planet je komplikovano relativnim
pohybem viici Zemi, ktery v Ptolemaiovych ¢asech nebyl rozpoznan. | kdyby se planety pohybovaly
po kruznicich konstantni rychlosti, zemsky pohyb kolem Slunce by ve skutecnosti potreboval kom-
binaci dvou riiznych kruhovych pohybii a pesny model by musel byt vyrazné komplikovanéjsi nez
ten Ptolemaitiv. Ptolemaiovo schéma epicykli kombinuje kruhové pohyby tim, Ze nechéva stred
jedné kruznice obihat po jiné kruznici. Tato kruznice miiZe sama obihat okolo tieti kruznice atd.
Geometrie konstantniho kruhového pohybu pfirozené zahrnuje goniometrické funkce, které poz-
déjsi astronomové pouZili pro vypocet obéZnych drah.

3

B Epicykl. Planeta P obihd okolo bodu

D, ktery obihd okolo bodu C.

Constructio, se objevila o dva roky pozdéji. Briggs se ujal ukolu vypocitat
tabulky tzv. Briggsovych logaritm@. Zacal tim, Ze log, 10 = 1, a pokraco-
val nasledujicimi druhymi odmocninami. V roce 1617 publikoval Loga-
rithmorum Chilias Prima, logaritmy celych ¢isel od 1 do 1 000, uvedené
na 14 desetinnych mist. Jeho Arithmetic Logarithmica z roku 1624 zahr-
novala v tabulkach dekadické logaritmy ¢isel od 1 do 20 000 a od 90 000
do 100 000, také na 14 desetinnych mist.
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Myslenka se zacala lavinovité $ifit a John Speidell vypracoval logaritmy
goniometrickych funkci (jako je log sin x) a vydal je jako New Logarithmes
v roce 1619. Svycarsky hodinéf Jobst Biirgi vydal roku 1620 svou vlastni pr-
ci o logaritmech a moznd, Ze zakladni myslenku mél jiz v roce 1588, pred
Napierem. Ale historicky vyvoj matematiky zavisi na tom, kdy lidé sva dila
publikuji - v pivodnim smyslu slova je u¢ini vefejnymi -, nebot myslenky,
jez ztistavaji v soukromi, nemaji na nikoho jiného vliv. Takze zasluhy, pravde-
podobné spravné, museji pattit tém lidem, ktef1 jako prvni nechali své mys-
lenky vytisknout, nebo je alespon uvedli do Sirokého obéhu, napt. pomoci
dopist. (Vyjimkou jsou lidé, ktefi nechaji vytisknout myslenky jinych bez

pfiznani zasluh. To je samozfejmé nepfijatelné.)

Cisloe

S Napierovou verzi logaritmu je spojeno jedno z nejdulezitéjsich ¢isel v mate-
matice, nyni oznacované jako e. Jeho hodnota je zhruba 2,7128. To se objevi,
kdyz se pokusime sestavit logaritmus tak, ze zacneme geometrickou fadou,
jejiz kvocient je jen tésné vétsi nez 1. To vede k vyrazu (1+1/n)", kde # je vel-
mi vysoké celé ¢islo, a ¢im je vétsi, tim blize se hodnota vyrazu blizi tomuto
specidlnimu ¢islu, jez znac¢ime jako e.

Tento postup naznacuje, Ze existuje pfirozeny zaklad logaritmi, ktery neni
ani 10, ani 2, ale e. Pfirozeny logaritmus x je jakékoliv ¢islo y splnujici pod-
minku x =e’. V dne$ni matematice je pfirozeny logaritmus zapisovan jako
y = In x. Nékdy se zéklad e explicitné uvadi, jako y = log_ x, ale tento zdpis
je omezen hlavné na $kolskou matematiku, protoze v pokro¢ilé matematice
a véde je jedinym logaritmem, ktery ma vyznam, prave logaritmus priroze-
ny. Dekadické logaritmy jsou nejlepsi pro vypocty v desetinném zapisu, ale
pfirozené logaritmy jsou matematicky zdsadnéjsi.
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Co trigonometrie umoziiuje nam

Trigonometrie je podstatnd pro priizkum ¢ehokoliv od stavebnich pozemki po kontinenty. Je rela-
tivné snadné zméfit tihly s vysokou presnosti, ale t&z3i je méfit vzdalenosti, zejména v tézkém
terénu. Prizkumnici proto zacinaji peclivym zméfenim jedné délky, zdkladny, coz je vzdalenost
mezi dvéma specifickymi misty. Poté vytvoii trojuhelnik a vyuZiji zméFené dhly a trigonometrii,
aby vypocitali strany tohoto trojuhelnika. Timto zplisobem je mozné ziskat piesnou mapu celého
uvazovaného tzemi. Tento proces je zndm jako triangulace. Pro kontrolu jeho presnosti je mozné
provést druhé méfeni vzdalenosti, jakmile je triangulace kompletni.

Obrézek ukazuje jeden z ranych pfikladd, zndmy priizkum, pod-
niknuty v roce 1751 v jizni Africe zndmym astronomem abbém Nico-
lasem Louisem de Lacaill. Jeho hlavnim cilem, bylo katalogizovat
hvézdy jizni nocni oblohy, ale aby to mohl udélat piesné, musel nej-
prve zméfit oblouk vhodné zemépisné itky. Pro toto méfeni pouzil
triangulaci na severu Kapského Mésta.

nich zemépisnych Sitkdch nez v severnich — pekva-
pivé to zjisténi, které bylo pozdéji ovéreno. Zemé je
jemné deformovand do tvaru hrusky. Jeho katalogi-
zacni aktivity byly tak Gspésné, ze pojmenoval 15z 88 dnes
rozliSovanych souhvézdi a pozoroval vice nez 10 000 hvézd
s pomoci malého refraktoru.

Lacaillova triangulace Jizni Afriky

vevs

Vyraz e* je jeden z nejdulezitéjsich v celé matematice. Cislo e je jed-
no z onéch zvlastnich cisel, ktera se v matematice objevuji a maji obrov-
sky vyznam. Jiné takové ¢islo je m. Tato dvé ¢isla jsou vrcholkem ledovece,
existuje jich totiZ mnohem vice. Jsou také pravdépodobné nejdilezitéjsi-
mi ¢isly mezi témi specialnimi, protoze se objevuji napfi¢ celou matema-
tickou krajinou.
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Kde bychom bez nich byli?

Bylo by obtizné podcenit dluh, ktery u nas maji oni jednotlivci, ktefi vide-
li dale nez ostatni a vynalezli logaritmy a trigonometrii a ktefi stravili roky
pocitanim prvnich tabulek hodnot. Jejich snaha vydlazdila cestu ke kvan-
titativnimu védeckému chapani ptirozeného svéta a umoznila celosvétové
cestovani a obchod vylepsenim navigace a tvorby map. Zakladni techniky
prizkumu spoléhaly na trigonometrické vypocty. I dnes, kdy vybaveni pro
pruzkum pouziva lasery a kdy vypocty jsou provadény zabudovanymi spe-
cilni ¢ipy, jsou postup zavislé na laseru a ¢ipu pfimymi nasledovniky trigo-
nometrie, ktera zaujala matematiky starovéké Indie a Arabie.

Logaritmy umoznily védctim provadét nasobeni rychle a presné. Dvacet
let snahy o knihu tabulek jednoho matematika usetfilo tisice let lidské prace
v pozdéjsi dobé. Védecké analyzy za pouziti pera a papiru by jinak byly velmi
¢asové narocné. Véda by se zkratka nikdy bez takovychto metod nemohla
rozvijet. Pfinos tak jednoduché myslenky je nevy¢islitelny.
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